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1. Uvod

Ve skole stravime vétSinu produktivniho ¢asu studiem analytickych vztahli mezi fyzikalnimi
veli¢inami. To je prima, na druhou stranu jen nepatrné mnozstvi realnych problémi (napt. pohyb
dvou klasickych castic, stavova rovnice idealniho plynu, atom vodiku v Born-Oppenheimerove
aproximaci) ma analytické feseni. Pti dnesSni, netku-li zitejsi, urovni pocitacii je 1akavé pokusit se
analyticky nefeSitelné tlohy rozlousknout numericky, pomoci pocitacovych simulaci. Diikazem, ze
tomuto lakadlu je jen tézké odolat, je 1 tato prednaska.

Pocitatové simulace se dnes bézné pouzivaji k popisu mikrosvéta (objekty atomovych
velikosti), mezosvéta (objekty velikosti prednasejiciho) 1 makrosvéta (hvézdné galaxie). SlouZzi
k numerickému feseni celé fady problémt, jak ¢asovych, tj. dynamickych, tak bez¢asovych, napft.
statistickych a termodynamickych. Pokud provedeme simulaci korektné, dostaneme numericky
presné feSeni problému. Nékdy se proto hovoti o pocitacovych experimentech, které mohou slouzit
jako jakysi ubéznik pro piiblizné modely. Navic tyto "experimenty" umoziuji studovat oblasti, které
jsou jen tézko dosazitelné pro skute¢ny experiment (velmi kratké ¢asové okamziky, velmi nizké
nebo naopak velmi vysoké teploty, apod.). Pocitatové simulace tak stoji nékde mezi experimentem a
teorii a mohou mezi nimi tvofit jakysi most. Vysledky pocitatovych simulaci mtzeme totiz
vztahnout jak k experimentu (a tak testovat kvalitu modelu, popf., jsme-li dostate¢né drzi, i
experimentu), tak k aproximativni teorii (a tak testovat fyzikalni opravnénost pouzitych aproximaci).
Vposledu, pocitacové simulace mohou, nezavisle na experimentu i teorii, pfinaset nové informace o
dosud neprozkoumanych systémech a procesech. S urcitou nadsazkou je mozné fici, Ze pocitatové
simulace ndm umoznuji popsat prakticky libovolny, redlny nebo neredlny proces. Je tieba ovSem
vzit vazn¢€ v vahu, ze jde o "virtudlni realitu", kterd s nasim svétem nemusi nutné¢ mit a casto
bohuzel nemiva nic spolecného.

Primarnim cilem této prednasky je uvést posluchace do svéta dynamickych simulaci, a to jak
klasickych (zalozenych na feSeni Newtonovych pohybovych rovnic), tak kvantovych (zalozenych na
feSeni Casové Schrodingerovy rovnice), a ukazat, k ¢emu takové simulace zejména v chemické
fyzice mohou byt dobré. Predmétem z&jmu velké ¢asti experimentdlni chemické fyziky je Casovy

vyvo] mnohacasticovych systémi. Naproti tomu tradi¢ni teoretické vypocty v této oblasti se
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vétsinou tykaji feSeni stacionarnich problémi pro n€kolik atomu. Jiz dlouhou dobu se teoretici snazi
preklenout tento rozpor pomoci zjednodusenych modeld, do znacné miry zanedbavajicich detailni
atomovou a molekulovou strukturu systému. V poslednich desetiletich se vSak pii feSeni
mnohacasticovych dynamickych problému stale vice uplatiiuji pocitacové simulace.

Uved'me alespon né€kolik piikladti dynamickych problémti v chemické fyzice, které lze
studovat pomoci pocitacovych simulaci:

- interakce atomti a molekul s elektromagnetickym zafenim (absorpce, emise, rozptyl),

- srazky mezi atomy a molekulami (chemické reakce, prenos energie),

- intramolekuldrni pfenos energie (intramolekularni vibracni a rota¢ni relaxace, intramolekularni
prenos elektronu, nezativé prechody).

Z metodického hlediska je dulezité si uvédomit, ze prakticky u vSech vyse zminénych procest lze

predpokladat, ze na pocatku se sytém nachazi v n¢jakém stacionarnim stavu, nacez je "zapnuta"

(Casove zavisla) interakce a stav systému se mize ménit. Molekulové simulace lze také pouzit ke

statistickému vzorkovani moznych stavii zkoumaného systému. Vyuziva se pfitom tzv. ergodického

teorému, ktery tika, ze za urCitych podminek lze vzorkovani pfes statisticky soubor nahradit

sttedovanim pfes trajektorii systému v Case. K této problematice se pozd¢ji vratime.

Piedved’'me si nejprve pro ilustraci na dvou piikladech, jak 1ze analyticky problém pievést na
(statisticky) pocitacovy experiment, a jak se dokonce lze obejit bez pocitace. Bystry Ctendi po
prostudovani nize uvedenych piiklada jist¢ nahlédne, Ze existuji oblasti, kde pouziti numerické
simulace neni nejefektivnéjsi (jinak feceno je to blbost), v obou ptipadech totiz neni slozité najit
"analytické" feSent.

Priklad 1: Jak daleko od piistavni hospody "Modra hvézda" bude zcela opily namoinik po N krocich

délky d v limit€¢ N — oo?

Navod: Namoinik kona v piistavni ulici stejné dlouhé kroky zcela nahodnym smérem (tj. bud’ dopfedu nebo dozadu). Pro N — oo Ize ukazat
analyticky (jak?), Ze vzdalenost ndmoinika od hospody roste jako N'’.d (stiedni odchylka normalniho rozd&leni). Ulohu lze také fesit pomoci
"pocitacové" simulace. Staci tuzka, papir a hraci kostka (napf. suda ¢isla - krok dopfedu, licha ¢isla - krok dozadu). Nakonec je mozné pouzit i skuteény
pocitac. Zkuste napsat kratky program s pouzitim jednoduchého generatoru nahodnych ¢isel a ukazat, ze napt. pro N=100 metrovych krokd, dostavame

vzdalenost 10 m. Ukazte, Ze pii provedeni 10 simulaci je chyba urceni této vzdalenosti kolem 2 m, pro 1000 simulaci uz je to méné nez 0.1 m a pro

100000 simulaci méné nez 0.005 m.

Priklad 2: Urcete m (= 3.141592654...) pomoci papiru s linkami vzdalenymi od sebe o D a tycky
délky L (L<D).



Navod: Ukazte, ze pravdépodobnost P, Ze tycka hozena na papir piekiizi linku je P = (2L)/(nD). Vyuzijte pfitom toho, ze stfedni hodnota sino.

v intervalu (0,7) je 2/m. Pro¢ pro dany pocet hodi dostavame statisticky nejpresnéjsi vysledek jestlize L/D = n/4?
W ’ L4
2. Interakceni potencialy

Abychom viibec mohli jakoukoli fyzikalné-chemickou simulaci provadét, musime védet, jak
mezi sebou jednotlivé komponenty systému (atomy) interaguji. V ramci Born-Oppenheimerovy
approximace, jejiz platnost budeme v ramci této prednasky vétSinou predpokladat, miizeme od sebe
oddélit pohyb ("rychlych") elektroni a ("pomalych") jader; jadra se pak pohybuji po povrsich
potencialni energie, urcenych dal§imi jadry a stacionarnim rozlozenim elektronti, a o pohyb
elektrondl se nestarame, nebot’ ty se nekoneéné rychle prizptisobi nové konfiguraci jader. Resime
tedy klasicky ¢i kvantovy pohyb atomii (jader) po mnohadimenziondlnim povrchu potencialni
energie, ktery je tfeba néjakym zptsobem urcit. Pokud nelze od sebe pohyb jader a elektront
oddélit, jako v pripadech uskute¢néného nebo vyhnutého kiizeni povrchli potencidlni energie,
prislusejicich riznym elektronovym staviim systému, situace je mnohem komplikovangjsi. To se
tyCe jak provadeéné simulace, tak vypoctu potencialll. Jak si ukdzeme podrobnéji pozdéji, je totiz
potom tieba znat nejen adiabatické ¢i diabatické potencidlové povrchy, ale 1 neadiabatickou vazbu
mezi nimi. Pfi pouziti diabatické reprezentace je piitom neadiabatickd vazba prakticky pouze
potencialni, zatimco u adiabatické reprezentace se vazba tyka kinetické ¢asti hamiltonianu.

Metody k urceni potencidlového povrchu (silového pole) jsou bud’ empirické (na zaklade
experimentalnich dat), semiempirické (pouzivajici semiempirické kvantovéchemické metody), nebo
neempirické (ab initio TteSeni stacionarni elektronové Schrodingerovy rovnice pomoci
kvantovéchemickych metod). Je tieba zminit, ze potencidly oznacované jako empirické cCasto
obsahuji nekteré parametry (napf. parciadlni naboje - viz nize), ziskané z kvantovéchemickych
vypoc¢ti. Pro malé molekuly pochéazeji data k ziskani potencidlového povrch nejCastéji ze
spektroskopickych (IR - infraervend, vibracni a rotacni spektra) méteni v plynné fazi a popf.
ab initio vypocti. Pro velké systémy se obvykle provadi fit na vlastnosti kapalné a tuhé faze, ktery
1ze popt. kombinovat s ab initio vypocCty elektrostatickych potencialil.

Z historického hlediska se nékdy hovoti o tiech generacich silového pole. Prvni generace

jednoduchych parovych a pievazné harmonickych potenciali byla vyvinuta kolem r. 1970 a
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osvédcila se k urcovani struktur chemickych systému, pii kterém je nutné znat dobie pouze okoli
globalniho minima na potencialnim povrchu. Druhd generace, vyvinutd kolem r. 1980, vychazi
z presnéjSich experimentli 1 vypocti a pouziva nékteré¢ neparové Cleny. Dosahuje se tak rozumny
popis potencidlové hyperplochy 1 v okoli minim a lze ziskat napt. kvalitni termodynamické data.
Konecné treti generace silového pole (kolem 1990) se snazi o dobry fit celého potencialniho
povrchu a umoznuje tak modelovat i spektra. Tohoto cile se 1épe ¢i hlife dosahuje pomoci velmi
flexibilni formy fitovaného potencialu s realistickymi mnohacésticovymi ¢leny.

ZnaCny pocet badatelii se zabyva Cisté¢ fitovanim experimentalnich a teoretickych dat na
vhodny funk¢ni tvar silového pole. Nékdy se pouziva automatizovany mnohadimenzionalni fit
pomoci metody nejmensich ctvercl. Problém je, ze i pro dobry fit miize cela fada parametri nabyvat
nefyzikalnich hodnot. Proto se Casto provadi "fyzikaln¢ kontrolovany" fit, do kterého vnasime
urcitou apriorni informaci o hodnotidch parametrti dan¢ho silového pole. Problémy s kvalitnim
fitovanim silového pole jsou jednim z divodd obliby modernich dynamickych metod, které
konstruuji potencial za chodu, tak jak si to dynamicky problém vyzaduje (viz nize).

Empiricky se potencial obvykle konstruuje hierarchicky z parovych atom-atomovych ¢lenti a
popt. dalSich, neparovych (tii-, Ctyf- a vice-Casticovych) termii. Typicky tvar jednoduchého

interak¢niho potencialu, zahrnujici jak intramolekulové tak intermolekulové ¢leny, je nésledujici:

V= {2 ki(b; - bo)’} + {2 ki(oi- i)} + {2 vi(1 + cos(nid; -5;°))} (1]

+ {248ij((6ij/rij) 12 _ Gij/rijé))} + {2(1/4n80)eiej/r ij}-

Prvni (parovy) €len piedstavuje harmonicky potencial chemickych vazeb, druhy (tfi¢asticovy) ¢len
harmonicky omezuje zmény vazebnych whll a tfeti (CtyiCasticovy) Clen piedstavuje periodicky
potencial pro torzni (dihedralni) whly. Zbyvajici dva (parové) cleny jsou intermolekulové a
predstavuji van der Waalsovsky ¢len typu Lennard-Jones a elektrostatickou interakci. Naboje
v poslednim ¢lenu jsou bud’ celoCiselné (pro ionty), nebo parcilni, reprezentujici polaritu molekuly
(dipol, kvadrupol, atd.). Nekdy se jesté pridavaji dalsi cleny, napi. k popisu polarizacni interakce

nebo vodikovych vazeb, ¢i k udrzeni planarity aromatickych cykla.



Vyse uvedené silové pole byva dobie pouzitelné pro urovani struktur a termodynamickych
vlastnosti. Pfesto ale trpi mnoha nedostatky. Napt. vazebny harmonicky ¢len a dihedralni ¢len jsou
vice mén¢ historické a nepfesné. Pro zkracovani a prodluZzovani vazeb se lépe hodi Morseho
potencial Vyoe=D(1 - €™)* nebo je dobré pridat anharmonické Eleny a &leny predstavujici vazbu
storznimi a "bend" mddy. Lépe nez Lennard-Jonesovsky clen vystihuje van der Waalsovskou
slabou interakci tzv. Buckinghamiim potencial Vgyckingham=D( e™- b/xé) .

V urcitych ptipadech (systémy s delokalizovanymi nebo neparovymi elektrony apod.) je
vyhodné kombinovat empirickd data s uritym zjednodusenym modelem pro elektronickou
interakci. Lze pouzit semiempirické metody jako (rozSifend) Hiickelova metoda, metoda Uplného
zanedbani diferencidlniho prekryvu (CNDO), popt. metodu Diatomics-in-Molecule (DIM). Je
vhodné zdiraznit, Ze tyto metody je tfeba pouZzivat s jistou opatrnosti, nebot’ ¢asto selhavaji na
systémech, pro které nebyly parametrizovany. Navic se, s vyjimkou metody DIM, nehodi k popisu
van der Waalsovskych interakei.

Nejobtizngjsi piistup spociva v konstrukci potencidlové hyperplochy ab initio (z prvnich
principll) pomoci kvantovéchemickych vypocti na Hartree-Fockové urovni, nebo 1épe se zahrnutim
alespon Casti korelacni energie. Takové vypocty jsou, zejména pro vetsi systémy, velmi naroné, ne-
li neproveditelné a Casto, vzhledem k nutnym kompromistim v kvalit¢ metody, urovenn ab initio
potencidlu nepted¢i empiricky pristup. Nespornou vyhodou ovSem je, Ze dostavame piimo
mnohacasticovy potencial, bez parové (popf. tficasticové, atd.) aproximace. Takto vypoctené body
na potencialnim povrchu je mozno bud’ nafitovat na urcity tvar potencialu, nebo (Iépe a "moderné;ji")
pocitat pouze relevantni ¢asti povrchu dynamicky, tak jak si to simulace vyZaduje (tzv. metoda
vypoctu potencialu "on the fly").

Drtiva vétSina simulaci se odehrava na zakladnim povrchu potencialni energie. Neni viibec
jednoduché vyse popsanymi metodami takovy povrch kvalitn€ sestrojit. Situace je jest¢ mnohem
dochézi k neadiabatické vazbé mezi vice elektronovymi stavy. Pro popis excitovanych stavii se
v principu pouzivaji obdobné metody jako pro zakladni stav, jen je tfeba pii pouziti ab initio a
semiempirickych metod jit za pfiblizeni self-konzistentniho pole. Bezkonkuren¢né nejobtiznéjsi je
pak vypocet vazby mezi elektronovymi stavy pii neadiabatickych procesech. Jsou-li konstruovany

adiabatické povrchy (jako napt. pii pouziti ab initio ¢i n€kterych semiempirickych metod), je tieba
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spocist integraly typu <@;|Vr ¢ a <@y Vi 7> (¢; jsou elektronové vinové funkce na jednotlivych
potencialovych povrsich a diferencialni operator Vi piisobi na jaderné soufadnice), které predstavuji
kinetickou vazbu. V pfipadé pouziti piibliznych diabatickych potencialt (napf. nékteré
semiempirické metody) je kineticka vazba minimalizovana. Na rozdil od adiabatickych povrchii zde
vSak vznika potencidlni vazba, ktera se nejcastéji modeluje empiricky (gaussovska funkce ¢i prosta

konstanta v oblasti kiizeni hyperploch).

Priklad 3: Ukazte, ze ve vztahu pro Lennard-Jonesovsky interakéni ¢len (rovnice [1]) plati:
a) -¢ je hloubka potencidlového minima, b) r=c je bod, kde se potencial rovna nule. Jaka
je hodnota soufadnice (v jednotkdich o) v potencidlovému minimu?
Jaka sila (v jednotkach €) plisobi mezi ¢asticemi v bodé r=c?

Navod: Zkuste derivovat.



3. Zaklady Kklasické molekulové dynamiky

3.1 Numericka reSeni pohybovych rovnic

Klasicka molekulova dynamika simuluje klasicky pohyb atomti v daném silovém poli
(interak¢nim potencialu). Klasické pohybové rovnice pro studovany polyatomicky systém mtizeme

zapsat bud’ podle Newtona jako:

dry/dt = pi/m; , [2a]
dpy/dt=-VrV=f, [2b]

nebo obecnéji v Hamiltonové

daqu/dt = 6H/8py., [3a]
dpi/dt= -0H/0q, [3b]

¢i Lagrangeové

d/dt {AL/a(dqi/dt)} - AL/Aq =0, [4a]
L=T-V [4b]

tvaru. Ve vySe uvedenych rovnicich ri, pi , fi a m; jsou kartézské soufadnice, hybnosti, sily a
hmotnosti, V je celkovy potencial, gk a px jsou zobecnéné souiadnice a hybnosti, H je hamiltonian a
L lagrangeian pro dany problém.

Vzhledem k tomu, ze v druhé ¢ésti prednasky se budeme zabyvat kvantovou dynamikou,
ukazeme si jesté, ze klasické pohybové rovnice lze také napsat ve tvaru, ktery je analogicky

kvantové Schrodingerové rovnici (nevystupuje v ném ovSem Plankova konstanta h).

Jde o tzv. Liouvilleovu formulaci klasické mechaniky: iol'/ot = L T, kde ' = [q, p] je vektor
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soufadnic a hybnosti a L = i{..., H} = i(Zx 0H/dpx 0/0qx - OH/Oqx d/0px) je Liouvilleotv operator
(symbol {} znaci Poissonovu zavorku).

Podivejme se nyni na metody numerického feSeni Newtonovych rovnic (vztahy [2a, 2b]).
(Obdobné Ize tesit i pohybové rovnice v Hamiltonové ¢i Lagrangeové tvaru.) Piimocaré feseni
pohybovych rovnic pfedstavuje metoda konecnych diferenci, kdy feSeni v Case t+0t dostavame
pomoci feSeni v Case t a urcitého algoritmu, nazyvané¢ho propagator. Naivni feSeni Newtonovy

diferencalni rovnice druhého fadu vypada nasledovne:

r(t+5t) = r(t) + 8t v(t) + 1/2 8t a(t) [5]

kde m; a = dpi/dt = fi. ProC je vztah 5 naivni a numericky nepouzitelny? Piedpoklada totiz, ze
rychlosti ani zrychleni (sily) se béhem intervalu 6t neméni, a lze je nahradit hodnotami v case t.
Timto zpiisobem se ztraci Casova reversibilita feSeni pohybovych rovnic a dochdzi k velké
akumulaci chyb i pro malé hodnoty ot.

Nastésti je pomérné jednoduché algoritmus pomoci konecnych diferenci symetrizovat
v Case. Nejpouzivangjsi, tzv. Verletova metoda je zalozena na Taylorové rozvoji soufadnic do

druhého fadu vpied a vzad v Case:

r(t+3t) = r(t) + 8t v(t) + 1/2 8> a(t) + ..., [6a]
r(t-5t) = r(t) - 8t v(t) + 1/2 8t a(t) - ... . [6b]

Sectenim téchto dvou rovnic dostavame vysledny vztah

r(t+8t) = 2r(t) - r(t-8t) + 5t> a(t) , [6¢]

kde zrychleni a je dano druhym Newtonovym zdkonem (rovnice [2b]). V rovnici [6] nevystupuji

explicitné rychlosti, daji se vSak ziskat odectenim vztahu [6a] od [6b]:

V() = {r(t+8t) - r(t-5)}/(25%). [7]
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V programech se Casto pouziva modifikace Verletovy metody, ktera explicitné obsahuje
rychlosti a nazyva se algoritmus "skakajici zaby" (angl. "leap-frog", jde tidajn¢ o t€locvicny tkon,

kdy jeden cvicenec skace pies zada druhého):

r(t+ot) = r(t) + ot v(t+1/2 dt) , [8a]
v(t+1/2 ot) = v(t-1/2 &t) + St a(t) . [8b]

Jind tiida algoritmti je zalozena na metod¢ prediktor-korektor a do oblasti pocitacovych
simulaci byla zavedena Gearem. V prvnim kroku (prediktor) se odhadnou nové soufadnice,

rychlosti, zrychleni a derivace zrychleni (algoritmus 4. fadu):

rP(t+8t) = r(t) + Stv(t) + 1/2 8t* a(t) + 1/6 8t b(t) + ... [9a]
VP(t+t) = v(t) + Sta(t) + 1/2 8t b(t) + ... [9b]
aP(t+3t) = a(t) + Sth(t) + ... [9c]
bP(t+8t) = b(t) + ... . [9d]

V nové odhadnuté geometrii se pak spoéte oprava k zrychleni (pfesné zrychleni a® je pfitom dano

jako sila délena hmotnosti):

Aa(t+8t) = a(t+6t) - aP(t+3t) . [10]

Tato oprava je pak pouzita v druhém kroku (korektor) k urceni novych, opravenych soufadnic,

rychlosti, atd.

r(t+8t) = r’(t+8t) + co Aa(t+8t) [11a]
vO(t+3t) = vP(t+8t) + ¢; Aa(t+dt) [11b]
a‘(t+0t) = aP(t+5t) + ¢, Aa(t+6t) [11c]
b°(t+6t) = bP(t+8t) + c3 Aa(t+dt) . [11d]

Konstanty cp aZ c3 jsou optimalizovany tak, aby algoritmus byl maximalné pfesny a stabilni

(samoziejmé c, = 1, dale se da ukazat, Zze optimalni volbu predstavuje co = 1/6, ¢; = 5/6 a c¢3 = 1/3).
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Jiné, presnéjsi algoritmy, jako napf. metoda Runge-Kutta se obvykle nepouzivaji, nebot’ vyzaduji
v kazdém kroku nékolikanasobny vypoéet zrychleni (sil), coZ je vypo¢etné velmi drahé. Casovy
krok ot je nutno volit tak, aby metoda byla stabilni. Znamena to, Zze musi byt kratsi, nez typicky cas
nejrychlejsich procesii v systému; obvykle se voli krok 1-5 fs.

Jakymi kritérii se tedy fidime pifi vybéru optimalniho algoritmu pro danou tlohu?
Kritérii je n¢kolik, zminme alespon ta hlavni. Pfedn¢ chceme, aby klasicky propagator byl rychly a
kladl malé naroky na pocitacovou pamét. Vzhledem k tomu, Ze cca 95% vypocetniho Casu se stravi
vypoctem sil (tj. derivaci potencidlu vzhledem k soufadnicim atomt), je, jak jiz bylo vySe zminéno,
zasadni, aby algoritmus pocital silu v kazdém casovém kroku jen jednou. Nemén¢ dillezité je, aby
algoritmus byl numericky stabilni, a tedy umozioval pouziti co nejdelsiho ¢asového kroku. Dale
bychom si samoziejmé ptali, aby se simulovana trajektorie co nejméné liSila od té "skutecné".
Bohuzel numerické chyby pfi propagaci klasickych ¢astic prakticky vzdy zptisobuji po urcitém Case
exponencialni divergenci od piesného feseni. Toto je samoziejmé problém pro dlouhé dynamické
studie, kde je tfeba volit co nejpfesnéjsi algoritmus. Nastésti se casto velky dil této chyby vyhladi
tim, ze obvykle primérujeme pies sadu (exponencielné divergujicich) trajektorii. Pokud provadime
simulaci pouze k ziskani termodynamické informace, je situace jesté riizovéjsi, nebot” exponencielni
divergence nevadi, pokud trajektorie dostatecné kvalitné vzorkuji statisticky soubor. V praxi se
ukazuje, ze vétSinou staCi pokud algoritmus dostate¢né piesné¢ zachovava veliCiny, které se
zachovavat maji, zejména celkovou energii. Kone¢né od kvalitniho algoritmu pozadujeme, aby byl
jednoduchy a $lo jej lehce naprogramovat.

V praxi se nejcastéji pouziva jedna z variant Verletovy metody nebo Geariv prediktor-
korektor. Srovname-li tyto dva pfistupy, je prvni bezpochyby jednodussi a mé nckolikrat mensi
naroky na pocitaovou pamét. Pii pouziti dostatecné kratkého Casového kroku je ale Gearova
metoda presnéjsi, a jeji feSeni tedy pomaleji diverguje od skutecné trajektorie. Naopak pii pouziti
delsiho casového kroku je Verletliv algoritmus stabilnéjsi. Hodi se tedy pro masivni vypocty (velké
systémy), kdy nam nejde o velkou pfesnost trajektorii (termodynamické vlastnosti).

V posledni dob¢ se stala mdédni otazka, zda je klasicky propagator symplekticky. Co to
znamena? Symplekticky propagator je takovy, ktery pfesn¢ zachovava "objem" v konfigura¢nim
prostoru, tj. produkt dgxdp. Ukazuje se, ze symplektické operatory vykazuji obecné lepsi
dlouhodobou stabilitou nez nesymplektické. Neni tézké ukazat (pokud to ale zkusite za domaci tikol,
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zjistite, ze tak trividlni to zase neni), Ze Verletiiv algoritmus je, zatimco Geartiv algoritmus neni
symplekticky.
Priklad 4: Ukazte, ze Verletliv algoritmus je matematicky ekvivalentni algoritmu "skakajici zaby".

Jaké jsou numerické vyhody algoritmu "skékajici zaby"?

Navod: Eliminujte rychlosti ze vztahu [8].

3.2 Periodické okrajové podminky a interakc¢ni " cutoff"

S obvyklym silovym polem (rovnice [1]) se dnes bézné¢ studuji systémy s 1000 - 10000
atomy. To je vétSinou dostatecné pro izolované systémy (molekuly, klastry), ne v§ak pro modelovani
kondenzované faze. Abychom se vyhnuli nepiekonatelnym potizim spojenym se simulaci fadove
10* atomii napf. roztoku, zavadime &asto aproximaci nazgvanou periodické okrajové podminky
(angl. "periodic boundary conditions"). Znamend to, ze konecny systém, ktery jsme schopni
vypocetné zvladnout, "uzavieme" do centralni krychle (nebo jiného télesa, kterym lze s replikami
zcela vyplnit prostor) a obklopime jej nekonecnou sadou identickych téles. Béhem simulace se
pohybuji atomy v replikovanych krychlich shodné s atomy v centralni krychli. Atomy mohou
opoustét jednotlivé krychle; pfitom vzdy ekvivalentni atomy vstoupi do krychle z opacné strany.
Kli¢em k pouzitelnosti této metody je tzv. konvence nejblizs§itho obrazu (angl. "minimum image
convention"). Podle té se pro kazdou ¢éstici centralni krychle pocita interakce pouze s nejblizsimi
neekvivalentnimi sousedy. Tito sousedé¢ lezi bud’ pfimo v centralni krychli nebo v sousednich
télesech. Takto se vypocetni naro¢nost simulace kondenzované faze redukuje pro parovy potencial
na N(N-1)/2, kde N je pocet Castic v centralni krychli.

Vypocet lze déale zjednodusit tim, Ze zcela zanedbame nebo pouze piiblizné zahrneme
interakce mezi atomy vzdalenymi od sebe vice nez je urCitd mez (interakcni "cutoft™). Pfitom je
treba rozliSit mezi kratkodosahovymi interakcemi, které vyhasinaji rychleji nez 119, kde d je
dimenze prostoru (obvykle d=3, pokud zrovna nestudujeme povrchy ¢i lindrni fetizky molekul), a
interakcemi dlouhého dosahu, jejichz intenzita klesa pomaleji nez 1/1°. Napf. Lennard-Jonesovské

interakce, které s rostouci vzdalenosti velmi rychle slabnou (jako 1/1°), 1ze velmi dobie zanedbat jiz
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pro vzdalenosti vétSi nez nékolikanasobek interakéniho minima. Naproti tomu Coulombické
interakce vyhasinaji velmi pomalu (jako 1/r pro interakci naboj-naboj, 1/r* pro naboj-dipél a 1/r° pro
dip6l-dipol) a obvykle je nelze jednoduse pro vétsi vzdalenosti zanedbat.

Pti pouziti periodickych okrajovych podminek lze Coulombovské interakce ptiblizné
vyscitat pomoci tzv. Ewaldovy sumace. Tato metoda nejprve "odstini" vSechny naboje v centralni
krychli pomoci umélych gaussovskych ndbojovych distribuci s opacnymi znaménky naboje a se
sttedem distribuce v misté realného naboje. Takto ziskdme coulombovské pole, které velmi rychle
(exponencieln¢) vyhasina, a lze tedy pouzit interakéni "cutoff'. Nakonec se ziskd ptivodni
Coulombovské pole pfidanim gaussovskych nabojovych distribuci se stejnymi znaménky jako
puvodni naboje. Interakce téchto gaussovskych distribuci podél celé periodické miizky je pak
vys¢itana pomoci Fourierovy transformace. Neni t¢zké nahlédnout smysl vyse uvedeného triku
s gaussovskymi distribucemi. Zatimco fourierovsky obraz redlnych néabojovych distribuci,
tj. o-funkci se skladd z nekone¢ného mnozstvi stejné vyznamnych komponent (tzv. bily Sum),
fourierovsky obraz gaussovské distribuce je opet Gaussovo rozlozeni, které je pomérn¢ kompaktni a
dobie popsano malym mnozstvim komponent.

Pokud studovany systém neobsahuje naboje, ale vyssi multipoly (napi. dipdly), je
mozné vliv vzdalenéjsiho elektrického pole zahrnout také pomoci metody reakéniho pole. Centralni
systém je umistén do sférické kavity v dielektrickém kontinuu o permitivit¢ €. Toto kontinuum
vytvari v kavité pole, které je umémé vektorové sumé dipoli v kavité. Celkova elektrostaticka
interakce je pak dana jako soucet explicitnich interakci dipoli v kavit€ a interakce dipolt s vyse
uvedenym elektrickym polem kavity. Metoda reakéniho pole ma nékolik slabych mist - napf.
permitivita kontinua je ad hoc parametr a metoda vykazuje znacné umélé fluktuace spojené
s pohybem molekul pies hranici kavity. Nastésti vysledky obvykle nebyvaji piili§ citlivé na
konkrétni hodnotu permitivity kontinua a fluktuacim lze ptedejit umélym zeslabenim interakce
Castice priblizujici se hranici kavity s ostatnimi atomy.

Zavérem je tfeba zminit problémy, které aproximace periodickych okrajovych
podminek pfinédsi. Zejména je to uméla periodicita odpovidajici velikosti centralni krychle. Nastésti
pro dostatecné velkou centralni krychli a dostatecné rychle vyhasinajici interakce je vliv této umeélé

periodicity velmi maly. Druhym problémem je nemoznost studovat korektné jevy, které jsou
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spojeny s rozméry pievysujicimi velikost centralni krychle (kolektivni mody - fonony, Sokové viny,

velké fluktuace spojené s fazovymi prechody).

Priklad 5: "Naprogramujte" periodické okrajové podminky a konvenci nejbliz§iho obrazu.

Navod: Ma-li ¢astice setrvat v centralni krychli, musi byt velikost vSech slozek polohového vektoru mensi nez polovina délky centralni

Piiklad 6: V jaké vzdalenosti (v jednotkach o) lze jiz zanedbat Lennard-Jonesovskou interakci, tj.
kde je tato interakce jiz mensi nez 0.1% hodnoty v minimu? Jak velkd je v této
vzdalenosti Coulombovska interakce? Jaky je maximalni "cutoff", ktery je konsistentni s
pouzitim konvence minimalniho obrazu s centralni krychli o hran¢ L?

Névod: Pro Lennard-Jonesovskou interakci ve velkych vzdalenostech uvazujte ve vztahu [1] pouze ¢len imémy 1/R®. Pro¢?

3.3 Prechod ke kanonickému souboru

Newtonovské pohybové rovnice vedou k zachovani celkové energie systému. Béhem
simulace se tedy pohybujeme po hyperplose celkové energie - generujeme mikrokanonicky soubor.
Pii pouziti periodickych okrajovych podminek navic ziistdva zachovan objem centralni krychle.
Avsak jen velmi rychlé fyzikalni a chemické procesy probihaji zhruba bez interakce s okolim.
V mnoha jinych piipadech je tfeba uvazovat tepelnou a tlakovou vyménu s "lazni". Je mozné
simulovat systém s konstantni teplotou a popiipadé také tlakem, tj. kanonicky soubor, pomoci
molekulové dynamiky? Na prvni pohled se zd4, Ze to mozné neni, pfinejmenSim ne bez pouziti
hrubého nasili. V nésledujicich fadcich se pokusime ukézat, Ze pomoci celkem jemnych trikti 1ze
modelovani kanonického souboru velmi dobte dosahnout.

Existuje nékolik numerickych metod, jak feSeni Newtonovskych rovnic "vnutit"
konstantni teplotu. Podle ekviparti¢niho teorému je teplota spjata s kinetickou energii Castic, otdzka
tedy zni, jak kontrolovat kinetickou energii. Nejjednodussi je v kazdém kroku preskalovat rychlosti
faktorem (T/t)'?, kde T je pozadovana a t aktulni teplota. Nane§tdsti tato metoda skutetn&
predstavuje hrubé nasili a generované trajektorie se velmi 1iSi od Newtonovskych. Mnohem
"fyzikaln€js$i" je Cas od Casu preskalovat rychlost jedné z ¢astic na rychlost vybranou z Maxwell-

Boltzmannova rozlozeni pro teplotu T. Tato metoda vlastné simuluje srazky s ¢ésticemi teplotni
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lazn€. Jako volny parametr v této metodé funguje frekvence srazek. Bude-li pfili§ mald, budeme
pozorovat velké fluktuace teploty (v limit¢ nekone¢né doby mezi srdzkami se dostaneme zpét
k mikrokanonickému souboru). Piili§ velkd frekvence srdzek naopak naruSuje dynamiku a
kanonické vzorkovani konfigura¢niho prostoru. Byt’ existuji jistd pravidla, jak srazkovou frekvenci

Rigoroznéjsi pristup predstavuje zahrnuti teplotniho rezervoaru piimo do pohybovych
(Lagrangeovych) rovnic jako dalsi stupeii volnosti. Pomoci vhodné volby tohoto stupné volnosti
(tzv. teplotni setrvacnosti) Ize presné¢ generovat kanonicky soubor. Bez uvadéni dalsich podrobnosti
zminme, ze k tomuto je tfeba piejit k Hamiltonovskému nebo Lagrangeovu formalismu. Podobné
jako konstantni teplotu 1ze modelovat i konstantni tlak, a to bud’ pomoci obcasného pieskalovani
objemu nebo pomoci dalsiho stupné volnosti (pistu). Kombinaci metod k udrzeni konstantni teploty
a tlaku lze prejit k v chemii nejobvyklejsimu izotermickému-izobarickému souboru. Nakonec
zminme, ze je také mozné simulovat grandkanonicky soubor pomoci definovaného ptidavani a

ubirani ¢astic.
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3.4 Neadiabaticka molekulova dynamika

Pokud neni splnéna podminka separace pohybu jader a elektronii (Born-
Oppenheimerova aproximace), nelze metodu klasické dynamiky piimo pouzit, nebot pohyb
elektront je inherentné¢ kvantovy. Rigordzni piistup vyzaduje pln¢ kvantové feSeni zptazeného
pohybu jader a elektronii. Ten je vSak pln¢€ pouzitelny jen pro velmi malé modelové systémy s 1-3
jadernymi stupni volnosti a pro realistické polyatomické procesy je v plenkach - do téchto skript se
dostane odhadem za 3-5 let. Existuji ale dobfe pouzitelné metody, které simuluji pohyb jader
v podstaté¢ klasicky, pfitom vSak dovoluji do znacné miry zahrnout neadiabatické efekty.
Nejznamé;jsi a nejpouzivangjsi je metoda “preskokti” (angl. "surface hopping"), o které si néco malo
fekneme.

V metodé preskokli se nejprve celkova vinova funkce systému rozvine do baze

adiabatickych (¢i diabatickych) elektronovych funkci, které odpovidaji jednotlivym elektronovym
povrchim Y(r,R,t) = Zj ci(t) @j(r,R). V tomto vztahu nevystupuje Zadna vlnova funkce pro jadra -

pohyb jader je popisovan v podstaté klasicky. Elektronové funkce @;(r,R) pfitom zaviseji na
soutadnicich elektronti r a jen parametricky i na soufadnicich jader R. Vztahy pro komplexni
koeficienty c; (jejichz ¢tverec udava pravdépodobnost vyskytu systému na daném povrchu) se
dostanou dosazenim vySe uvedeného vztahu do casové zavislé elektronové zprazené
Schrédingerovy rovnice ih 0¥(r,R,t)/ot = HY(r,R;t), kde H je celkovy Hamiltonian systému

elektront a jader (pfi zanedbani vazebného ¢lenu druhého adu):
ih dcy/ot = Xic; (Vi - ihdyOR/AY). [12]

Pii  pouziti adiabatickych povrchti plyne =z definice, ze potencidlni vazebné CcCleny
Vij = <@i(r,R)|V]ej(r,R)> jsou identicky rovny nule, naopak pii diabatickém pfistupu je velmi malé
kinetické zpfazeni dj(R) = <@i(r,R)|Vr@i(r,R) >.

Jak jiz bylo feCeno, v metodé "preskokil" se jaderné souradnice ziskaji pomoci klasické
molekulové dynamiky. Otazkou je, na kterém povrchu se ma klasickd dynamika odehravat. Jak

vyplyva z nazvu, v metod¢ pieskoku klasicka traj fl;torie déla skoky mezi jednotlivymi povrchy. Kdy



ale presko¢it? Pravdépodobnost preskoku na povrch k je uméma |ci>. V metodé preskokd se
generuje nahodné &islo, které se porovnd s |ci|*a poté se rozhodne zda se preskok uskuteeni & nikoli.
Pro spravnou statistiku nestaci samoziejm¢e jedina trajektorie, je jich tfeba generovat cely svazek
(fadové stovky ¢i tisice). Ukazuje se, ze existuje vice algoritmi, davajicich zhruba stejné populace
jednotlivych elektronovych stavli, které se ovSem 1iSi v poctu realizovanych pteskokd. Jak z
praktického, tak z metodologického hlediska jsou nejvyhodnéjsi algoritmy, které generuji nejmensi
nutny pocet preskokd. Nakonec jeste¢ zminime, ze krom& metod zalozenych na preskocich existuji
také pristupy, pii kterych se klasickd dynamika odehrava na "fiktivnim" potencidlu, ktery je
vahovanym primérem skuteCnych elektronovych hyperploch (tzv. Ehrenfestova metoda).
Problémem tohoto pfistupu je, ze po pruchodu oblasti se silnou neadiabatickou vazbou zlstava
systém na "fiktivnim" potencialu misto aby se, jako v metodé preskokti, "rozhodl" pro jeden

z realnych elektronovych povrchul.

Piiklad 7: Odvod'te vztah [12] pro koeficienty cj.

Navod: Vyuzijte toho, ze plati vztah <gi(r,R)| dpi(r,R)/0t > = d\;OR/ct.
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4. Analyza klasickych trajektorii

Nyni se kone¢né¢ dostavame k otdzce, k cemu simulace molekulové dynamiky slouzi.
Zacneme ale trochu oklikou. Jak vypadéa simulacni protokol, tj. jak je tfeba a spravné pocitacovy
experiment provést? Pokud ndm MD simulace slouzi ke vzorkovani rovnovézného souboru, tj.

k ziskani termodynamické informace, vypada simula¢ni protokol nasledovné:
generace pocdatecniho stavu — ekvilibrace — vlastni MD — analyza.

Pocatecni geometrii systému bud’ vytvofime (tj. "rozumné" odhadneme), nebo 1épe ziskame pomoci
minimalizace odhadnuté geometrie. Rychlosti pak obvykle pfitadime tak, aby odpovidaly Maxwell-
Boltzmannovskému rozlozeni pfi pozadované teploté. Protoze takto pfipraveny systém neni v
rovnovazném stavu, je nutné provést ekvilibraci pomoci kratSiho MD b&hu. Rovnovazny soubor
poté vzorkujeme béhem vlastni MD simulace a provedeme analyzu vysledk.

Pokud modelujeme ur¢ity dynamicky (nerovnovazny) proces, jako napi. prabch

chemicke reakce, vypada simula¢ni protokol jinak:
generace sady pocatecnich stavii — generace sady MD trajektorii — analyza.

Protoze pro studium dynamického procesu nemé obvykle jedina trajektorie prakticky zadnou
vypovédni hodnotu, je tieba simulovat fadu trajektorii a vysledky pies tyto trajektorie zpriimérovat.
Sada pocatecnich stavl (tedy soufadnic a rychlosti vSech ¢éstic) se piitom voli tak, aby co nejlépe
odpovidala jejich rozlozeni pfi skute¢ném (nebo mozném) experimentu. Pro kazdy pocatecni stav se
pak generuje MD trajektorie dostatecné dlouha, aby pokryla studovany proces. Nakonec se provede
analyza vysledkll (viz niZe).

Stejné jako pocatecni podminky, i druh analyzy vyslednych trajektorii zavisi na povaze
procesu a systému, ktery studujeme. V nasledujicich dvou podkapitolach nacrtneme zpisoby
provadéni dynamicke a statistické analyzy trajektorii.

4.1 Dynamicka analyza
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Piimocara a nejjednodussi dynamicka analyza klasickych trajektorii spociva v jejich
"okometrickém" studiu, kdy se podivame kam a s jakou rychlosti se jednotlivé atomy pohybuji.
Takto zjistime, jak se béhem simulace méni geometrické struktury (meziatomové vzdalenosti,
vazebné uhly, atd.) a jaké energetick¢é zmény (potencialni a kinetické energie) tyto dynamické
procesy provazeji. Casto, zejména pii studiu velkych systémi, je tato informace piili§ detailni a je
rozumné ji do urcité miry "zhrubit". V této souvislosti je velmi uzite¢ny koncept distibu¢nich funkci.
Nejjednodussi a nejpouzivanéjsi z nich, parova radidlni distribu¢ni funkce gag(R) ndm udéava s jakou

pravdépodobnosti najdeme v daném case atomy typu A a B ve vzdalenosti R:

gaB(R) = 1/(4nR*N?) xZ5 8(R - Rap). [13]

Druhy koncept, ktery zavedeme, se tyka ¢asové korelacni funkce

Cas(t=<A(t).B(0)>, [14]

kterd udava jak zména veliCiny A v Case t souvisi se zménou veli¢iny B v ¢ase t=0. Symbol <> zde
znadi stiedovani pies sadu trajektorii (pokud pro dany systém generujeme vice nez jednu trajektorii).

Specialnim piipadem korelacni funkce je tzv. autokorelacni funkce:

Caa()=<A(t).A(0)>. [15]

Vyznam korelac¢nich funkci spociva nejen v tom, ze davaji predstavu, jak spolu rizné veli¢iny
dynamicky souvisi (tj. napt. jak v Case vyhasind vazba mezi fyzikalnimi veli¢inami), ale také v tom,
ze prostifednictvim Fourierovy transformace z asového do frekvencéniho prostoru piimo souvisi

s méfitelnymi spektry.

Priklad 8: Jak vypada radialni distribu¢ni funkce idealniho plynu? Jaky je kvalitativni tvar radialni
distribuéni funkce Lennard-Jonesovské (¢ = 3 A = 0.3 nm) kapaliny a krystalu?
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Navod: Pouzijte definici idealniho plynu.

Piiklad 9: Vite, Ze pro vas systém se rychlostni autokorelacni funkce chova jako sin(at). Jaké je
vibra¢ni spektrum tohoto systému? Jak by mohl takovy systém vypadat? Co kdyz se
autokorelaéni funkce chova jako exp(-at®)xsin(oit)?

Navod: Vzpometite na vlastnosti Fourierovy transformace.

4.1 Statisticka analyza

V mnoha pfipadech se Casova informace, kterou klasické trajektorie poskytuji, piimo
nepouziva. Misto toho se trajektorie pouZzivaji ve smyslu vzorkovani statistického souboru, nutného
k urceni termodynamickych vlastnosti systému. TiSe se pfitom piedpoklada, ze pro studovany
systém plati ergodicky teorém, tj. Ze stfedovani pres trajektorie v Case je ekvivalentni stfedovani pres
soubor. Je dobré si uvédomit, Zze pro mnohé systémy ergodicky teorém platit nemusi a nebo je dobie
splnén jen pro extrémné dlouhé trajektorie. Problémové jsou typicky systémy, které¢ maji t€zko
dostupné "izolované" oblasti v konfiguracnim prostoru (na energetické hyperploSe maji, poeticky
feceno, udolicka seviend ze vSech stran horskymi masivy), které jsou jen ziidka "navstiveny"
klasickymi trajektoriemi. Statistickou informaci lze také ptimo ziskat pomoci metody Monte Carlo,
ktera je jednodussi a rychlejsi, nebot’ nevyzaduje "drahy" vypocet sil. Ukazuje se vSak, ze v mnoha
ptipadech molekulovéa dynamika vzorkuje konfiguracni prostor 1épe nez Monte Carlo.

Jako prvni vysledek takové simulace dostaneme zprimeérované hodnoty geometrickych
struktur, jako jsou vazebné délky, uhly, dihedraly, mezimolekulové vzdélenosti, atd. DalSimi
studovanymi veli¢inami jsou stejné jako v pfedchazejici podkapitole distribucni a korela¢ni funkce.
Poznamenejme, Ze korelacni funkce nelze ziskat z Monte Carlo simulace, kterd explicitné
neobsahuje ¢as, dal$i divod pro¢ pouzit metodu MD. Stiedovani se nyni provadi pfes danou
trajektorii (ergodicky teorém) a vysledné distribucni funkce a spektra ziskané z korelacnich funkci
jsou nyni stacionarni, a ne dynamické. Typickym piikladem je rychlostni autokorelacni funkce

<vi(t).vi(0)>. Jeji Fourierovska transformace je Uumérma hustot¢ vibracnich moédi v daném
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harmonickém systému. Pro anharmonické systémy plati tento vztah jen piiblizn€. Chceme-li
modelovat i intensity vibracnich spekter, je tfeba Fourierovsky transformovat autokorelacni funkci
dip6lového momentu.

S jistou davkou nadsazky lze fici, ze klasickd trajektorie nam dava Uplnou statisticky
mechanickou informaci o systému a umoziuje tudiz kompletni termodynamickou analyzu. V praxi
je limitujicim faktorem skutecnost, ze rozumné dlouhé klasické trajektorie neovzorkuji dostatecné
presné cely konfiguracni prostor (na energetické hyperplose preferuji tidoli pfed horskymi $tity) a
nase znalost parti¢ni funkce pak nemusi byt dostatecna.

Pii studiu stability systémut a struktur pfi teplotach vétSich nez 0 K se kli¢ovou veli¢inou
stava nikoli celkova potencialni energie, ale volna energie, kterd obsahuje také entropickou slozku (v
kanonickém souboru AG = AE - TAS). Pro porozuméni danému procesu je proto dilezité znat
zménu volné energie, kterd dany proces provazi. VypoCty zmén volné energie jsou obecné velmi
slozité, nebot’ vyZaduji extenzivni vzorkovani konfiguracniho prostoru. To je zfejmé ze vztahu mezi

volnou energii a parti¢ni funkci Z v kanonickém souboru

G=xkTInZ, [16a]
kde
Z=@8m*V)™ [ exp(-E(x)/kT) dx. [16b]

K ziskani particni funkce je tfeba vzorkovat nejen oblasti s nizkou potencialni energii, kde se
obvykle kanonické trajektorie pohybuji, ale i1 ziskat informaci o energeticky vysoko lezich
konfiguracich. Do jisté¢ miry lze vypocet particni funkce obejit a k vypocteni zmén volné energie
pouzit tzv. poruchovou metodu volné energie. Pocitime-li zménu volné energie ze stavu A do stavu

B, ménime po malych krocich Hamiltonidn z Hx na Hg pomoci parametru A € <0,1>:

H, = AHa + (1 - M)Hg . [17]
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Zména volné energie je pak dana jako soucet malych prispévki

AG=2X Gy, [18]
kde
Gy, = (-1/kT) In <exp(-Hy/kT)> . [19]

Existuje 1 jind metoda vypoCtu zmén volné energie, tzv. metoda termodynamické integrace,
vychazejici ze vztahu AG = ;' 8G(L)/5A di. D4 se ukézat, e mala (infinitezimalni) zména volné

energie se pak rovna zméné prosté potencialni energie.

Priklad 10: Jak velka je zména volné energie spojena se solvataci molekuly etanu ve vodeé? Vite, Ze
pro solvataci methanu je AG = 2 kcal/mol a ze simulace volné energie dava pro
"pfeménu” methanu v ethanu ve vodé zménu solvatacni volné energie 0.2 kcal/mol.

Navod: Vemte v uvahu, Ze volna energie je stavova veli¢ina.
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S. Budoucnost klasické molekulové dynamiky

Aparat klasické molekulové dynamiky je dnes dobfe vybudovan, pfesto existuje fada
jde do jisté miry za hranice pocitacovych simulaci a tyka se kvality interakénich potencidld.
Oktidleny vyrok anonymniho klasika (ktery radéji nebudeme piekladat) - "No matter how fancy
your simulation may be, with such a lousy potential the result can hardly be anything but sh.. .", je
tieba brat se v§i vaznosti.

Odhadem 99% publikovanych simulaci pouziva lokalni kvadratické intramolekulové
potencidly pro zkracovani-prodluzovani a ohybani vazeb spolu s parovymi atom-atomovymi
intermolekulovymi ¢leny (viz vztah [1]), pfestoZe dnes jiz spi§ vime neZ tusime, Ze mnoho vazeb
neni ani pfiblizné harmonickych a hlavné Ze vétSina mezimolekulovych interakci neni paroveé
aditivni. O této neaditivit¢ prinesly kvalitativni diikazy jiz pomérné nepiesné experimenty
v kondenzované fazi, které¢ dnes kvantitativné potvrzuji velmi presnd spektroskopicka meéteni ve
velikostné rozliSenych klastrech.

Opravy na anharmonicity vazeb je pomérmné obtizné modelovat, nebot’ srovnani
s experimentem vyzaduje pomérmné slozity kvantovy vypocet (kratce se o takovych vypoctech
zminime v 9. kapitole). Zahrnuti neparovych ¢lenti zase vyzaduje jistou predstavu o analytickém
tvaru téchto interakci, coz je pro nekteré Cleny (vyménna energie) velmi obtizné. Presto se jiz prvni
vlastovky v podobé potencidli zahrnujicich napt. polarizaéni nebo nepéarové disperzni cleny
objevuji.

Zcela jiny pfistup k tomuto problému piedstavuji metody, které rezignuji na snahu "uvafit"
analyticky tvar potencidlu a misto toho generuji body na energetické hyperplose tak, jak to simulace
vyzaduje ("on the fly"), pomoci ab initio (nebo semiempirickych) kvantové chemickych metod.
Tento piistup, ktery je velmi slibny, byt’ vypocetné obvykle extrémné narocny, se nazyva ab initio
molekulova dynamika..

Druhy vazny problém soucasnych simulaci souvisi s jejich délkou, respektive kratkosti. Pti
typickém casovém kroku 1 fs nelze pro vétsi systémy ani na nejrychlejSich pocitacich udélat o

mnoho vice nez 1 000 000 - 100 000 000 krokti. Navic vSechny numerické propagatory trpi tim, ze
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akumuluji chyby a jen obtizn¢ umoziuji extrémné¢ dlouhé simulace. Prakticky jsme tedy limitovani
radoveé stovkami nanosekund a celou plejadu procest, které se odehravaji na mikrosekundové a
delsi Casové skale, nelze takto popsat.

Existuji metody, které umoznuji "zamrznout" velmi rychlé vazebné vibrace a tak zvétsit asi o
fad casovy krok. Jind moznost zvana "hierarchické Casové kroky" (angl. "multiple time steps")
spociva vtom, Ze silné interakce se propaguji s kratSim a slabé s delSim cCasovym krokem.
Konkrétné, kratkodosahové (obvykle odpudivé) interakce, kterych je méné, ale generuji velké sily,
vyzaduji kratky krok, zatimco dlouhodosahové (obvykle pritazlivé) interakce, kterych je mnoho,
generuji malé sily, a je proto mozné usetiit mnoho vypo&etniho ¢asu prodlouzenim kroku. Uplnou
novinkou je pfistup, ktery variacné najde "spravnou" trajetorii mezi danym pocéatecnim a kone¢nym
bodem ve fazovém prostoru s Casovymi kroky (¢i spise skoky) az nékolik nanosekund. Nevyhodou
této metody ovSem je, Ze musime znat konecny stav systému. Zcela jiny piistup rezignuje na detailni
interakce a zavadi ndhodnou a tieci silu jako jakési stfedni interakce. Takto je mozné provadet velmi
dlouhé simulace, ovSem ztrata detailniho popisu dynamiky velmi ¢asto €ini tuto Langevinovu ¢i
Brownovskou dynamiku nepouzitelnou.

Nakonec jiz od 30. let vime, Ze ptiroda nebo alespon velka ¢ast mikrosvéta je kvantova,
klasické simulace tedy nemohou byt konecnou odpovédi v piipadech, kdy nelze zanedbat kvantové

efekty. Tomuto problému jsou vénovany nasledujici kapitoly.
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6. Kvantova dynamika

6.1 Uvod

Zatimco klasicka molekulova dynamika, jejiz pocatky sahaji do 50. let, za¢ind jiz dnes
byt skutecné "klasickou" disciplinou, o kvantové dynamickych simulacich se toto rozhodné fici
neda. Kvantové jevy sice byly objeveny a analyticky popsany jiz zacatkem stoleti, k simulacim
Casového vyvoje komplexnich vinovych balikii se vSak az do 80. let nedostavalo toho pravého
"know how". O dramatickém vyvoji metodiky v poslednich 15 letech budeme mluvit v nésledujicich
kapitolach.

Pojd’me ale nyni spolecné kousek za obecné prohlaseni, Ze Casto nelze kvantové efekty
spojené s pohybem atomti a molekul zanedbat. Kdy tedy nejsou atomy tak Uplné ty krasné barevné
kulicky, letici sem ¢i tam, jak se nam to snazi sir Newton a grafické vystupy programi pro
molekulovou dynamiku nakukat? Kvalitativné existuji dvé takové oblasti - prvni zahrnuje situace,
kdy se atomy inherentn¢ chovaji kvantové, druhd ptipady, kdy (vice ¢i méné klasické) atomy
interaguji s kvantovymi objekty.

Meéftitkem "kvantovosti" objektu je jeho de Broglieova vinova délka
A =2nh/(2mE)"?, [20]

kde h predstavuje Planckovu konstantu. Presnéji, v naSem textu symbolizuje h ptivodni Planckovu
konstantu h délenou 2, obvykle ozna¢ovanou "h s pruhem". Thned vidime, Ze ¢im studen&j$i (mensi
kineticka energie E) a leh¢i (mensi hmota m), tim bude systém kvantovéjsi. Dobrym piikladem je
vodik ¢i helium v prostiedi kryogennich klastrii ¢i matric. Ukazuje se ale, Ze i mnohem t€z§i atomy
se pii teplotach nizSich nez fadove desitky Kelvini jiz nechovaji zcela klasicky. V molekulovych
systémech je nejCastéjSim projevem tohoto kvantového chovani existence nulovych kmiti a
tunelovani, které mohou mit zdsadni vyznam pro dynamiku zejména slabé vazanych systémt. Navic
prenos energie z modu na mod je oproti klasické predstavé diky kvantizaci znacné zménén a
vibrujici atomy se nachazeji jinde nez piedpovida klasicky oscilator.
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I atomy, které se jinak vice mén¢ spotadané¢ pohybuji po newtonovskych trajektoriich,
se pii interakci s kvantovymi objekty zacnou chovat "tak né&jak divné". Dobrym ptikladem je
interakce mezi pohybem jader a (samoziejmé kvantovych) elektronti pii poruseni Born-
Oppenheimerovy separace, ke které dochazi naptf. v oblastech kiizeni nebo vyhnutého kiiZeni
elektronickych hyperploch. Vlnovy charakter elektroni md za nasledek, Ze v oblastech silné
neadiabatické interakce se i na pohybu jader projevi typické kvantové efekty jako interference.

Dalsi priklad se tyka spektroskopickych meéteni. Byt by se i atomy chovaly témér
klasicky, spektroskopie je "kvantové oko", citlivé nejen na amplitudu, ale i na fazové poméry

vibra¢ni vlnové funke. Fazova informace piitom v klasickém popisu zcela chybi.

Priklad 11: UrcCete deBroglicovu vinovou délku téchto objektl: a) elektronu s energii 0.1 eV,
b) atomu vodiku s energii 0.001 eV, c) Posluchace o vaze 80 kg, dobihajiciho na
prednasku rychlosti 5 m/s. Diskutujte kvantovost/klasi¢nost téchto tii objektil.

Navod: Vyjdéte ze vztahu [20]. Pozor na ptevody jednotek!
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6.2 Numericky presné reSeni Casové Schrodingerovy
rovnice

Numerické feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice ih oy/ot = Hy pro pohyb jader ma
dvé Casti. Prvni spociva v diskrétni reprezentaci vinové funkce , druhd zahrnuje vlastni propagaci
vinové funkce v Case. Existuji dva zakladni zptsoby jak vinovy balik (vinovy balik ve vibra¢ni
dynamice znaci prostorové omezenou vinovou funkci) diskretizovat - rozvoj do baze a rozvoj na
miizce boda (angl. "grid"). Matematicky purista pfitom muze reprezentaci na miiZzce oznacit za

rozvoj do baze prostorovych o-funkei.

Standardni baze, jako je baze vlastnich funkci harmonického oscilatoru
@y(x) =exp(-x/2) Hy(x), kde H, je n-ty Hermittv polynom definovany jako
Ha(x) = (-1)"(2"n!"?) exp(x?) d(exp(-x*))/dx"), &i vlastnich funkei Morseho oscilatoru, se b&Zné
pouzivaji pro feSeni stacionarnich problémil (viz 9. kapitola), pro dynamické problémy vsak obvykle
byvaji malo flexibilni. To je zptisobeno tim, Ze vinovy balik se béhem dynamického procesu (napft.
fotodisociace) mlize zna¢n€ posunout z pocatecni oblasti a pivodné dobry rozvoj do lokalizované
baze se mize stat zcela nevyhovujici. Jakysi mezistupen mezi rozvojem do baze a na miizce
pfestavuji metody zaloZzené na diskrétni reprezentaci proménné (DVR - Discrete Variable
Representation). Zde se za miizkové body berou nulové body sady orthogonalnich polynomd, které
zaroven predstavuji funce baze. Metody DVR, které se v poslednich letech bouflivé rozvijeji,
umoziuji velmi efektivni numerickou integraci. Pii pouziti pro dynamické problémy vSak vyzaduji
jistou apriorni znalost o vyvoji vinové funkce, ktera pak urci volbu baze. Konecné nejrobustné;jsi
pristup predstavuje diskretizace vinové funkce (a potencialu) na ekvidistantni N-dimenzionalni
miizce (N je pocet stupiii volnosti systému). Byt pro dany konkrétni piipad toto nemusi byt nutné
optimalni volba, pro dynamické problémy jsou miizkové metody (angl. "grid methods") casto
preferovany diky své flexibilité¢ a spolehlivosti. Pro konstrukci spravné mtizky pro dany systém a
proces potiebujeme znat nebo rozumné odhadnout pouze dvé informace - dynamické prostorové
meze vinového baliku a jeho energetické meze. Prvni informace definuje prostorovy rozsah miizky -
vlnovy balik nesmi ani ¢aste¢né béhem simulace miizku opustit. Energetickd informace nam
vypovida o mezich vinového vektoru k, tedy o mezich reciproké miizky v k-prostoru (tj. v prostoru
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vinovych vektortl). K vlastnostem reciproké miizky patii, Ze jeji rozsah je umérny pievracené
hodnot& vzdalenosti dvou bodii v prostorové miizce. Cim vice energie tedy vinovy balik obsahuje,
tim mensi musi byt vzdalenost sousednich bodl v prostorové miizce a tim vétsi (pro dané meze
prostorové miizky) pocet miizkovych bodli potifebujeme. Konkrétn€, je-li vzdéalenost mezi
miizkovymi body Ax, musi pro maximalni vinovy vektor platit ky.x < mh/Ax. Nakonec technicka
poznamka: vlnova funkce v k-reprezentaci se dostane z vinové funkce v souradnicové reprezentaci
pomoci Fourierovy transformace.

V nasledujicich odstavcich se budeme vénovat metodam numericky piesné (tedy bez

a priori aproximaci) propagace vinovych baliki. Metodiky budou odvozeny pro reprezentace na

miizce, 1 kdyz neni té¢zké je zobecnit pro jiné reprezentace. Formalni feSeni ¢asové Schrodingerovy

rovnice:
ih oy (t)/ ot = Hy(t), [21a]
H=T+V=p"/Qm)+V=-h%2m)A +V [21b]

lze napsat ve tvaru:

Y(t+At) = U y(t) = g Havh

(). [22]
Zde v je (obecn¢ mnohadimenzionalni) vibracni vlnovy balik, H je hamiltonian
(s kinetickou T a potencidlni V ¢asti) a U je tzv. evolucni operator. Vztah [22] pfitom plati presné
jen pro casové nezavislé hamiltoniany. Pro hamiltoniany, které explicitné ¢as obsahuji (napiiklad pii
explicitnim zahrnuti interakce s elekromagnetickym zafenim nebo u nékterych aproximativnich
metod) lze rovnici [22] pouzit jen pro velmi malé hodnoty At, kdy lze hamiltonian povazovat za
Casove nezavisly. Vzhledem k tomu, Ze exponencielu ve vztahu [22] neumime spocitat, neni tento
vyraz piimo pouzitelny. V dal$im se budeme zabyvat moznostmi, jak jej pouZzitelnym ucinit.
Nejjednodussi  propagatni metoda, zvana metoda diferenci druhého tadu
(SOD - Second Order Differences), je zalozena na omezeném Taylorové rozvoji evolu¢niho

operatoru
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U=1-iHAth+.... [23]

Ukazuje se vSak, ze takovyto rozvoj je numericky velmi nestabilni, nebot” nezachovavéa ¢asovou
reversibilitu Schrodingerovy rovnice. Nastésti 1ze metodu jednoduse symetrizovat (analogicky

s klasickym Verletovym propagatorem). Ve vztahu

WEHAL) - y(t-At) = (M A" - M Ay (1) [24]

rozvineme ob¢ exponenciely (viz rovnice [22] a rovnice k ni komplexn¢ sdruzend), ¢imz dostavame

vysledny propagator

W(tHAL) = y(t-At) - 2iAt Hy(t)/ h . [25]

K odstartovani tohoto propagatoru je krom¢ vlnového baliku v Case t = 0 tfeba znat i jeho hodnotu v
t = -At. Ta se obvykle ziskd pomoci nesymetrizované verze propagatoru.

Nakonec zbyva ukézat, jak se provede operace hamiltonianu na vlnovou funkci,
tj. Hy(t) = (-h%(2m) A + V) y(t). Diskretizujeme-li vinovou funkci a potencialni ast hamiltonianu
na gridu, pfedstavuje operace V(t) trividlni nasobeni bod po bodu. Jinak je tomu s nelokalnim
laplacidnem A v kinetické ¢asti Hamiltonianu. Jednou z moznosti je pouzit metodu konecnych
diferenci v soufadnicovém prostoru, t]. provést semilokalni aproximaci
Ay(xit) = (WEint) + wxin) - 2y(xpt))/0x°. Piesndj$im, spravngjsim (nelokalnim) a dnes
nejpouzivangjSim piistupem je Fourierova transformace vinové funcke do k-prostoru, kde se
laplacian redukuje na lokalni nasobeni k*, nasledovana zp&tnou transformaci. Efektivita této metody
je do zna¢né miry dana existenci kvalitnich tranformaénich programt na bazi rychlé Fourierovy
transformace (FFT). Velkou piednosti Fourierovy metody je, ze zachovava komutacni relace
kvantové mechaniky [px,x] = ih.

Da se ukézat, ze metoda SOD je stabilni, pokud

At <H/Epay [26]
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kde Eax je maximalni hodnota ve spektru Hamiltonianu. I tak je metoda zatizena chybou, tmérnou
(AtEmay)’, ktera ma tendenci akumulovat se v Gase. Zjevnym piiznakem takové chyby je u delsich
simulaci nezachovani celkové normy vlnové funce. Ponc¢kud zradny je fakt, ze fazové pomeéry
vlnového baliku byvaji naruseny diive, nez se numericka chyba vyraznéji projevi na normé.
Presnéjsi propagator predstavuje metoda zvana "rozdéleny operator" (angl. "split

operator"). Pokusime-li se napsat plisobeni evolu¢niho operatoru na vlnovy balik jako
YA = Uy =™ 40 eV gy, [27]
dopustime se hrubé chyby, nebot’ operatory kinetické a potencialni energie spolu nekomutuji. Lze

ale ukazat, ze nasledujici vztahy jsou presné do druhého fadu komutatoru T a V a je mozné je ve

vztahu [22] dobie pouzit:

U (o) = T AURN) AV AURR) AV AU(2R) AT A(2H) w(t) [28a]
nebo
U () = o iVAUQR)  TAUQN) | TAURN)  VAU(R) w(o) . [28Db]

Vztahy [28] vlastn¢ predstavuji rozd€leni elementarniho propagacniho kroku do dvou podkroki.
V prvnim zanedbdme komutator jednim zptisobem, v druhém pak potadi operatorti T a V obratime,
¢imz do zna¢né miry kompenzujeme chybu, které jsme se v prvnim kroku dopustili. Pfi zachovani
stejné presnosti umoziuje rozdéleny operator, ktery navic presn¢ zachovava normu vinové funkce,
pouzit zna¢n¢ delsi krok nez pii metod¢ diferenci druhého fadu. Byt je totiz chyba metody
rozd&leného operétoru stejné jako metody diferenci druhého fadu tméma (At)’, je u prvni metody
mnohem mensi prefaktor kubické timérnosti.

Pti praktickém pouziti rozdéleného operatoru (napt. ve tvaru 28b) nejprve provedeme
v soufadnicovém prostoru lokalni nasobeni vinové funkce exponencielou e Y. Poté pievedeme

vlnovou funkei (rychlou) Fourierovou transformaci do prostoru k-vektorti a tam provedeme lokalni
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-i(-kK)AY(h2m)

nasobeni exponencielou e Nakonec piejdeme zpétnou (rychlou) Fourierovou

transformaci opét do soufadnicového prostoru a provedeme posledni nasobeni ¢™¥*"Y,

Vyse zminéné metody, zvané tézZ metody konecnych diferenci (FD - Finite Differences)
jsou dnes vytlatovany, kromé& problémii s Casoveé zavislymi hamiltoniany, mnohem piesnéjSimi
globalnimi, tzv. pseudospektralnimi propagatory. Globalni propagatory umoziuji pouzit velmi
dlouhy casovy krok (Casto délky celé simulace, proto také zde jsou problémy s Casové zavislymi

hamiltonidny) a jejich zékladni idea tkvi v rozvoji evoluéniho operdtoru do vhodné fady

ortogonalnich polynoma P:

U(t) = X a, P,(-iHt/h) . [29]

Je zndmo z teorie funkci, ze nejlepsi sadu polynomi rovnomérmeé aproximujicich obecnou funkci
f(x) definovanou na intervalu [-1,1], predstavuji CebySevovy polynomy. N-ty Cebyseviv polynom
je definovan jako Ty(x) = cos(n arccos(x)). Pro pouziti v kvantové dynamice je tfeba Cebysevovy
polynomy zobecnit do oboru komplexnich argumentii operatorového charakteru (x — -iHt/h).
Vzhledem k defini¢nimu oboru Cebysevovych polynomil je tieba piedem do tohoto intervalu
preskélovat spektrum Hamiltonidnu. Da se ukézat, ze koeficienty a, pak nabyvaji dvojnasobku
hodnot Besselovych funkci Ju((Emax-Emin)t/(2h)). V praxi pouzivame vzdy omezeny pocet polynomd,
proto je dilezité, ze fada ve vztahu [29] konverguje exponencielné k piesnému feseni. Obvykle staci
pouzit fadove 100-1000 ¢lenti k vyborné numerické presnosti.

Jiny pfistup piedstavuje tzv. Lanczosova metoda, v niz je baze orthogonalnich
polynomti generovana opakovanym puasobenim Hamiltonianu na y(0). Jedinou globalni metodou,
ktera umoznuje pouziti i Casové zavislych Hamiltoniand, je tzv. metoda (tt'). Zavadi se v ni pomocna
Casova proménna t', pomoci niz lze tlohu preformulovat tak, aby Hamiltonian explicitn¢ nezavisel
na Case t, a bylo tedy mozno pouzit globalnich metod. Fyzikalni feseni se pak dostane pro piipad t' =
t. Nevyhodou této metody je zavedeni dalSiho stupné volnosti (Casové soufadnice t'), pres kterou je
tieba propagovat, coz samoziejmé zpomaluje vypocet. Konkrétné se v metod¢ (tt') zavadi zobecnéna

vlnova funkce @, ktera se skutecnou vinovou funkci y souvisi nasledujicim zpisobem: y(x,t) =
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O(x,t,t")[t=t". D4 se ukazat, ze Casovy vyvoj zobecnéné vinové funkce se fidi vztahem thod(x,t,t")/ot
= H(x,t" ) D(x,t,t"). Zobecnény Hamiltonian H(x,t") = H(x,t") -iho/ot™ pfitom explicitné nezavisi na
Zase t; k propagaci se tedy d4 pouzit globalnich metod (napt. Cebysevovych polynomi).

Shriime nyni, z jakych komponent se numerické feSeni Casové Schrodingerovy rovnice
sklada. Jde o nasledujici ti'i operace: diskretizace vlnové funkce, provedeni operace Hamiltonidnu na
vlnovou funkci a Casova propagace vinové funkce. Jak jsme ukdzali, pro kazdy z téchto kroki
existuji rizné numerické metody a pro kazdy konkrétni fyzikalni systém a proces je Zadouci najit
optimalni kombinaci.

Nakonec kratce zminime jeden inherentni problém kvantovych simulaci, kterym je
zavedeni teploty. Zatimco v klasické mechanice lze, jak jsme ukazali, teplotu zavést pomérné
jednoduse, v kvantové mechanice je tieba piejit od vinovych funkci k formalismu matic hustoty a od
Schrédingerovy rovnice k rovnici Liouville-von-Neumannovée. Propagace matic hustoty je pfitom
vypocetné mnohem narocnéjsi. Zatimco k propagaci vinové funkce je kazdy Casovy krok tfeba
provést fadové M™ operaci (kde N je pocet stupiiti volnosti a M pocet bodii na miizce pro kazdy

moéd), pro matici hustoty se jedna o kvadrat tohoto &isla, tedy o M*™ numerickych operaci.

Piiklad 12: Dokazte, 7 chyba metody SOD je uméma At’. Pro¢ metoda rozdéleného operatoru
presné zachovava normu vinové funkce?

Navod: Vyjdéte z definic jednotlivych propagatorti.

Piiklad 13: Ukazte, ze ¢’T VA 2 g TAMR VAR v/ iakém Fadu At se oba vyrazy 1isi?

Navod: Rozvinite oba vyrazy do Taylorovy fady.

6.3 Aproximativni reSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice

Numericky pfesné¢ lze Casovou vibra¢ni Schrodingerovu rovnici feSit pro systémy
s maximalné 3-6 stupni volnosti (triatomika, tetraatomika). Narocnost piesnych metod roste totiz

exponencieln¢ s poctem stupiiii volnosti systému, coz je jedno z nejhorSich Skéalovani, které se
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v numerickych problémech vyskytuji. Pro studium vétsich systémi je nutné najit aproximativni
metody, jejichZ vypocetni narocnost roste "rozumnéji", nejlépe linearng.

Varia¢né nejlepsi (pro danou volbu vibra¢nich soufadnic) "jednomodové" piiblizeni, tj.
aproximace celkové vinové funkce soucinem jednodimenziondlnich funkci, pfedstavuje Casove
zavisla Hartreeho aproximace (TDH nebo TDSCF - time dependent Hartree nebo time dependent
sef-consistent field). Vyjadiime-li celkovy vinovy balik jako produkt jednomddovych funkci:

P(1anot) = €™ TTidi(qit) [30]

kde y je celkovy fazovy faktor, pak se evoluce téchto funkci fidi nasledujicimi efektivnimi

Schrodigerovymi rovnicemi:

ih 0i(qi,t)/0t = hi(qi,t) $i(qit) , [31]

které 1ze numericky fesit napt. metodou diferenci druhého fadu, metodou rozdéleného operatoru

nebo metodou (tt"). Jednomddovy Hartreeho hamiltonian je pfitom dan vztahem

hi(qi,t) = Ti + Wi(qs.t), [32]

kde selfkonsistentni potencial pro dany mod spocteme jako

Wi(Qist) = < Diyees Dicty GitoeeesONIV( Q15 sN) D10 ves Dicty Dit1eeesON > [33]

Vsimnéme si jesteé, ze efektivni Hartreeho hamiltoniany jsou Casoveé zavislé (diky Casové zavislosti
vinovych funkci), 1 kdyz celkovy hamiltonian je casové nezavisly. Tato ¢asova zavislost predstavuje
vlastné vazbu mezi jednotlivymi stupni volnosti, popsanou v piiblizeni "stfedniho pole" (angl.
" " v ol <
mean field"). Zatimco feSeni pfesné rovnice je invariantni vic¢i volbé soufadnic, pro ¢asovou
Hartreeho aproximaci tomu tak jiz neni. Vskutku spravnd volba soufadnic mtize feSeni velmi zlepsit,
naopak Spatna volba zpusobi, Ze se priblizna vinova fukce ve velmi kratkém case odchyli od piesné.

Jaké jsou ty nejlepsi souradnice? Na to neexistuje kucharka, obecné vSak plati, ze takové, které co
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nejlépe separuji jednotlivé mody. Rovnou lze fici, ze kartézské soutadnice piedstavuji obvykle velmi
Spatnou volbu. Pro systém, ktery se pohybuje v blizkosti potencialového minima (chladny, rozumné
vazany systém) jsou dobrou volbou normalni soutadnice. Naopak pro siln¢ vzbuzené slabé vazané
systémy je lepsi volit spiSe n€jaké "lokalni" soufadnice.

Hartreeho aproximace zdanlivé linearizuje kvantové dynamicky problém. Skutecné
misto jedné N-dimenzionalni rovnice mame sadu N jednodimenzionalnich vztahd. ProC je tedy
linearizace pouze zdanliva? Problém tkvi ve vypoctu efektivnich Hartreeho hamiltoniant, ktery
predstavuje N-1 dimenzionalni numerickou kvadraturu (integraci). Ta je velmi obtizna a pro
systémy s desitkami (netku-li stovkami) stupiii volnosti prakticky neproveditelnd. V mnoha
ptipadech je tedy tieba provadét dalsi aproximace.

Poméme hruba aproximace spociva v lokalnim (tedy ve stiedu vinového baliku) rozvoji
potencialu do Taylorovy fady (do 2. fadu) a v predpokladu, ze vinovy balik 1ze popsat jako produkt
gaussiani. Nejobecnéji 1ze jednodimenzionalni gaussovskou funkci napsat jako exp{i/hx[a(x-
Xt)2+pt(X-Xt)+Ct]}, kde x; a p; jsou realné, a; a c; komplexni Casoveé zavislé parametry. Dosazenim
téchto predpokladti do ¢asové Schrodingerovy rovnice dostaneme kvaziklasické pohybové rovnice

pro parametry Gaussovych funkci:

dxy/dt = py/m, [34a]
dpy/dt = -dV(x,)/dx, [34b]
da/dt = -2a’/m - &*V(x,)/dx*/2, [34c]
dey/dt = iha/m + p/2m - V(x,). [34d]

V prvnich dvou rovnicich pfimo vidime korespondenci s klasickou soufadnici a hybnosti (jde
o demonstraci Ehrenfestova teorému, podle nejz klasicka trajektorie kopiruje pohyb stiedu vinového
baliku a ktery piesné plati pouze pro gaussovské vinové funkce), posledni rovnice postuluje casovy
vyvoj fazového faktoru. Gaussovska metoda obvykle funguje jen pro velmi kratké Casy, vzhledem k
nepresnostem zptisobenym omezenym Taylorovym rozvojem. Jinak feCeno, tato metoda je
pouzitelna pouze pro systémy, jejichz vinova fukce ma aspon pfiblizné gaussovsky tvar.

Druhou moznosti, jak zjednodusit Hartreeho vypocet, je provést jej pouze pro nekolik

"centralnich moda". Zbylé mody jsou pak popsany bud’ klasicky, nebo semiklasicky pomoci prave
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popsané gaussovské metody. Problematické je v téchto metodach déleni na kvantovou a klasickou
cast, které jednak vyzaduje apriorni Gisudek o systému a jednak neni vzdy dost dobie mozné.

Jinou cestou jde metoda klasickych separabilnich potencidli (CSP - Classical Separable
Potentials), ktera aproximuje Hartreeho hamiltonian pomoci sady j klasickych trajektorii pro dany

systém a vztahu:

Wi@i,D) = 25 V(@ 1(8),eos Qi1 (0,05 @1 (£, N(D) @ [35]

kde o je vahovaci faktor j-té trajektorie. Tyto vahovaci faktory, které vyjadtuji relativni dileZitost
jednotlivych trajektorii, se =ziskaji "mapovanim" pocatecni vinové funkce systému na sadu
pocatecnich soufadnic a hybnosti pomoci tzv. Wignerovy distribuce. Misto N-1 dimenziondlni
integrace nyni provadime stfedovani pies klasické trajektorie, coz je vypocetné nepomérné
jednodussi. Jakmile jsou takto zkonstruovany efektivni potencialy, nasleduje kvantova dynamika

stejné jako v metod¢ TDH.

Piiklad 14: Cemu se rovna fazovy faktor y ve vztahu [30]?

Navod: Dosad’te Ansatz 30 do ¢asové Schrodingerovy rovnice a ukazte, ze dy(t)/dt = (N-1)/h * <¥(qy,....qn:t) | H(qQiye-sqN) | P (Q1se-esqnot)™.

36



6.4 Numericky presné a aproximativni reseni stacionarni
Schrodingerovy rovnice

Jako v klasické dynamice musime pied vlastni simulaci znat pocatecni podminky, tak
v kvantové dynamice je nejprve tfeba veédet, jak vypada pocatecni vinova funkce. Typicky se
kvantovy systém na pocatku nachazi v né¢jakém stacionarnim stavu a dynamika je iniciovana napft.
fotoexcitaci nebo podobnym procesem. Jak ale zkonstruovat Zadany stav, jinymi slovy jak vyfesit
stacionarni (bez€asovou) Schrodingerovu rovnici?

I zde plati, ze pro malé systémy lze problém fesit numericky exaktné. Pro stacionarni
ulohy se dobfe uplatiiuje rozvoj do bdze, nejcastéji harmonického nebo Morseova oscildtoru.
Vibra¢ni vlnové funkce napiSeme jako Wy = Z; ciidi, kde ¢; jsou vlastni funkce napf. harmonického
oscilatoru. Dosazenim tohoto rozvoje do stacionarni Schrédingerovy rovnice dostaneme soustavu
algebraickych rovnic. Energie Ey vibra¢nich hladin pak dostaneme ze vztahu det(M)=0, kde matice
M je definovana jako M;; = <¢; | H - E | ¢; > a koeficienty cy; pro jednotlivé vibracni funkce jako
vlastni vektory matice M po dosazeni energii Ex za E. Studujeme-li vibracné-rotacni problém, je
tieba jeste ptidat prostor feSeni volného rotoru. Urceni vlastnich energii a funkci se takto redukuje na
diagonalizaci v Hilbertové prostoru o rozméru daném dimenzi baze. Pro uplnost dodejme, Ze
k ur€eni vinové funkce a energie zakladniho vibra¢niho existuji i jiné metody, jako vySe zminéna
metoda diskrétni reprezentace proménné (DVR) nebo difizni Monte Carlo (DMC) metoda. V prvni
se pouziva grid tvoreny nulovymi body sady polynomi, v druhé se ¢asova Schrodingerova rovnice
prevede na rovnici difizni s imagindrnim Casem t = it, jejiz feSeni pro t— o je praveé zakladni
vibra¢ni stav systému. Pokud chovani systému neni daleko od klasické limity, lze také s uspéchem
pouzit k uréeni zakladniho stavu systému metodu Feynmanova drdhového integralu. Ta je zalozena
na izomorfismu kvantové mechaniky pro dany systém a klasické mechaniky pro "fiktivni" systém,
ve kterém je kazdy atom skutecného systému nahrazen (idedlné nekone¢nym) cyklickym fetizkem
pseudoatoml, navzajem harmonicky svazanych.

Pro velké systémy takovy piistup neni mozny a opét se uplatni (tentokrat stacionarni)
Hartreeho aproximace. Obdobny Ansatz pro vinovou funkci jako v metodé TDH,

tj. P(1,...,N,t) = d1xdox...xpy dava rovnice
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hi(qi) ¢i(qi) = € di(qi) [36]

kde

hi(q) = Ti + < ¢ty Gicty Git 1o s N[V (15000, N[ D155 Picty PietsenesON > [37]

Protoze Hartreeho Hamiltonian zavisi na vlnové funkci, pocitaji se vlastni hodnoty ¢; a funkce ¢;
iterativné, v seflkonsistentnich cyklech, az do dosaZeni konvergence. Striktné feceno variacni self-
konzistentni metoda davéa pouze zékladni vibra¢ni stav. Pokud ovSem vari¢né optimalni feSeni pro
vinovy balik ¢; hledame v oboru funkci s n nddy, dostaneme n-ty excitovany vibra¢ni stav. Celkova

energie v Hartreeho aproximaci je pak dana jako:

E= 2ig +(1-N) <10, ONV(Q1yees QN)|D 1,0 ON > [38]

v

Priklad 15: Dokazte, ze vztah [38] dava piesnou energii pro aditivni potencidl
V(qi,--qn) = Vi(q)+..t VN (qn). Kdy tedy Hartreeho aproximace prestava byt
aproximaci?

Navod: Predpokladejte ve vztahu [37] aditivitu potencialu.
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7. Analyza vinovych baliku a spektroskopie

Analyzovat "okometricky" casovy vyvoj vinového baliku pro dany systém je
nesrovnatelné¢ tézS$i nez totéz Cinit pro klasické trajektorie. VInovy balik totiz neni tak ostie
lokalizovan v prostoru jako klasicka trajektorie a navic je komplexni. Obvykle zobrazujeme
absolutni hodnotu vinové funkce, ¢imz zcela ztracime fazovou informaci. Piesto je takova analyza
uzite¢na a fekne ndm mnoho to tom, kam vilnovy balik sméfuje a jak se s Casem méni jeho tvar,
zajména zda se lokalizuje ¢i delokalizuje. Analyzu vinového baliku znacné zjednodusuje
jednomodoveé priblizeni - miizeme pak pomoci jednodimensionalnich grafti studovat kazdy mod
zvIast.

Stejné jako u klasickych trajektorii lze informaci "zhrubit" a pocitat Casovy vyvoj
distribu¢nich funkci. Protoze je ale tfeba integrovat studovanou atom-atomovou vzdalenost pies
celkovou vinovou funkei, pocitaji se kvantové distribuéni funkce pro velké systémy jen obtizné.
Obvykle se pritom provadi néjaka forma Monte Carlo integrace.

Zcela zasadni vyznam maji v kvantové dynamickém svété korelacni funce, zejména pak

(komplexni) autokorelacni funkce
C(H) =<FO)¥Y®> . [39]

Ta totiz nejen poskytuje informaci o zméné prostorovych a fazovych pomérd, ale také pies
Fourierovu transformaci pfimo souvisi s méfitelnymi spektry. Napi. absorpcni spektrum lze

modelovat pomoci vztahu
j 0 i(E +ho) t
I(w)~wx2Re )y C(t)e dt, [40]

kde E je pocCatecni energie a ® fotonova frekvence.
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Obdobné relativni Ramanovska intensita je ddna vztahem
3 J' 0 i(E +hoi)t g, 2
[(@3,05) ~ 0i05" | Jo -~ Cr(t) € def”, [41]

kde mi,ms jsou frekvence pocatecniho a rozptyleného fotonu. Ramanovské korelacni funce Cy je
pfitom definovana jako prekryv mezi ¢asovym vIlnovym balikem, propagovanym na elektronicky
excitovaném potencidlu, s danou (findlni) vibracni vlastni funkci na zakladnim potencidlovém
povrchu.

Rovnice [39-40] ptedstavuji ¢asové zavislou formulaci Fermiho zlatého pravidla ve
frekvencnim oboru. Napf. pro intensitu absorpniho spektra plati znamy vztah
(o) ~ |< WHE 9| ps | Wi(E i)>*, kde i znagi pocatetni a f koneény stav systému a g reprezentuje
tranzitni dipdlovy moment mezi témito stavy. Vyraz [40] lze z tohoto vztahu ziskat, pokud si
uvédomime, ze v ¢ase t=0 (nekonecné kratky) pulz prevadi pocatecni vinovou funkci na excitovanou
elektronickou hyperplochu tak, Ze ji nasobi tranzitnim dipélovym momentem, a ze Casove zavisly
vlnovy balik lze vzdy rozlozit do Uplného systému staciondrnich vibra¢nich vlnovych na
excitovaném potencialnim povrchu.

Tato skutecnost je jednou z konkrétnich demonstraci obecného principu, ktery fikd, ze
(Uplnd) casova a (Gplna) frekvencni spektralni informace jsou zcela ekvivalentni a vzajemné
prevoditelné jedna na druhou. V praxi ovSem Casové a bez€asové (frekvencni) metody co se tyce
naroc¢nosti ekvivalentni nejsou - n€kdy je znazsi ziskat (takika) iplnou ¢asovou informaci, jindy zas
informaci frekvencni. Obecné feceno, pokud je dany proces velmi rychly (napt. fotodisociace), byva
preferovan Casovy pristup, ktery nam automaticky poskytne i celou frekvenéni informaci. Naopak,
pokud je studovany proces velmi dlouhy (napt. rezonance s dlouhou dobou Zzivota), neni vhodné
propagovat vinovou funkci v Case, ale spiSe vyfeSit bezCasovy problém pro celé energetické

(frekvencni) spektrum.
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